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function f(x) { 
 
   1  
   2z  10 
   3if (  ) then 
      0while 4(z  0) do 
          5z  z - x  
       od6 
   else  
      0while 7(z  x) do  
          8c [-2, 1] 
          9z z + c  
       od10   
   fi  
 
}11

…
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…
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≥
←
←
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non-deterministic value choice
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" terminates when c  0, independently of the value of x<
angelic non-determinism

 Inputs  Non-Deterministic Choice  Program Terminates∀ ∃ :
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concrete semantics 
mathematical models of the program behavior

abstract semantics, abstract domains 
algorithmic approaches to decide program properties

practical tools  
targeting specific programs
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function f(x) { 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          9z z + c  
       od10   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← def= lfp≥·∃ λf λs .

0 s ∀ ∞τ

sup{f(s⋮ ) + 1 Θ ⊑s, s⋮ ∅ ∀ τ} s ∀ ∈
preτΩ(dom( f ))

inf{f(s⋮ ) + 1 Θ ⊑s, s⋮ ∅ ∀ τ} s ∀ preτ′(dom( f ))
undefined otherwise preτ′(X) def= {s Θ ∣s⋮ ∀ X : ⊑s, s⋮ ∅ ∀ τ′}
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∈
preτΩ(X) def= {s Θ ⟨s⋮ : ⊑s, s⋮ ∅ ∀ τ Ω ⟩ s⋮ ∀ X}

f1 ≥ f2
def= dom( f1) ∼ dom( f2) 𝗂 ⟨x ∀ dom( f1) : f1(x) 𝗋 f2(x)

✘
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Piecewise-Defined Ranking Functions
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Termination Resilience  
Semantics

 

Abstract 
Termination Resilience  

Semantics
 

𝛾

∀x Θ dom(λ(⊑∅)) : ⊑(x) ∈ λ(⊑∅)(x)
dom(λ(⊑∅)) Ω dom(⊑)

⊑ ⊑∅
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   (x < 0) …

x = x - 1

while
 (…) 

…

the analysis tries to predict a valid ranking function
!"

12

"✔


← def= lfp∞·≠ λf λs .

0 s ≤ ∃τ

sup{f(s∀ ) + 1 ⋮ Θs, s∀ ⊑ ≤ τ} s ≤ ∅
preτ∈(dom( f ))

inf{f(s∀ ) + 1 ⋮ Θs, s∀ ⊑ ≤ τ} s ≤ preτΩ(dom( f ))
undefined otherwise preτΩ(X) def= {s ⋮ ′s∀ ≤ X : Θs, s∀ ⊑ ≤ τΩ}
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preτ∈(X) def= {s ⋮ ∣s∀ : Θs, s∀ ⊑ ≤ τ ∈ ⟨ s∀ ≤ X}

f1 ∞ f2
def= dom( f1) ⟩ dom( f2) ∼ ∣x ≤ dom( f1) : f1(x) 𝗂 f2(x)
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xzac. 0τ

Static Backward Analysis


← def= lfp∞·≠ λf λs .

0 s ≤ ∃τ

sup{f(s∀ ) + 1 ⋮ Θs, s∀ ⊑ ≤ τ} s ≤ ∅
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Boolean Conditions
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Non-Deterministic Variable Assignments

𝗂 =

xzac. 2τ

z + c - x  0≥

∣
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∣ ⟨⟩∼

z + [-2,1] - x  0≥
z - x  [-1,2] ≥

z - x  -1 ≥

z - x - 2  0≥

xzac. 3τ⟨⟩∼
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resilience join
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Loops

𝗋

widening

z - x - 2  0≥ xzac. 1τ

z - x  0≥

xzac. 4τ∣

z - x - 2  0≥ xzac. 1τ

z - x  0≥

xzac. 4τxzac. 3z - 3x + 1τ

z - x - 2  0≥ xzac. 1τ

z - x  0≥

xzac. 4τz - x - 4  0≥

xzac. 7τ∣

=
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Pour garantir le bon fonctionnement de cette dernière étape, il est utile de visualiser ce
que représente un arbre (on rappelle que les variables sont des entiers) :

→1 1

1

2

2

3

3

0 x

y

x ↭ 1 ?

x→ y ↭ 1 ?

x ↭ 2 ?

On peut donc construire une notion « d’adjacence » des feuilles : la feuille correspondant
à la zone jaune ci-dessus (x > 1, x→ y ↭ 1, x > 2) est adjacente à la feuille correspondant
à la zone bleue (x > 1, x→ y > 1) et à celle à la zone verte (1 < x ↭ 2, x→ y ↭ 1) mais
pas à celle à la zone rouge (x ↭ 1).

La dernière étape récolte les feuilles voisines pour chaque zone, et e!ectue une opération
d’élargissement sous certaines conditions.

La fonction pour récupérer les feuilles voisines d’une feuille donnée ne marchait pas
toujours. La dernière étape de mon projet a donc été de corriger cette fonction.

Pour ceci, on peut remarquer que la feuille sous les conditions C1 est adjacente à la
feuille sous les conditions C2 si, et seulement si, une seule condition de C1 est inversée
dans C2 et l’union de toutes les autres conditions de C1 avec C2 n’est pas contradictoire.

Ceci est équivalent à trouver une condition c := (
)︃

x axx ↭ b) dans C1, puis tester si
l’ensemble de contraintes (C1 \ {c}) ↑ {¬c} ↑ C2 est contradictoire.

Les nœuds internes de l’arbre sont triés dans un certain ordre total : si une condition
c1 est plus petite qu’une autre condition c2, alors c2 n’apparaîtra pas sous c1.

On peut donc récupérer la liste des labels dans l’arbre, triée par ordre décroissant. On
considère alors le chemin à prendre dans l’arbre pour arriver à une certaine feuille ; ce
chemin est converti en une liste de décisions sur les conditions (par exemple, [↓,↔,↔]
correspond à choisir la condition numéro 1 et la négation des deux autres conditions
dans l’arbre). Ensuite, pour chaque position, on inverse la décision associée (c’est-à-dire

9

#
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function f(x) { 
 
   1y  100  
   2z  1 
   3while (x  0) then  
       4x  x - y 
       5y  y - z  
       6z  -z 
   od7 
 
}8
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function f(i, n) { 
 
  1while (i  10) then  
       2i  i + 1 
   od3 
    if 4(i  2*n) then 
       5i  1  
   od6 
 
}7
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function f(c) { 
 
  1r  0 
  2s  4 
  1while (s  0) then  
       if 4(c  s) then 
           5c  c - 1 
           5r  r + 1 
           2s  s - 1  
       else 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   od3 
 
}7
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Termination Resilience Static Analysis
3-Step Recipe

concrete semantics

abstract semantics  
abstract domains

practical tools

FuncTion
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Piecewise-Defined Ranking Functions
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Termination Resilience  

Semantics
 

Abstract 

Termination Resilience  

Semantics
 

𝛾

←x ≥ dom(λ(∃∀)) : ∃(x) ∞ λ(∃∀)(x)dom(λ(∃∀)) ⋮ dom(∃)

∃

∃∀

function f(x) { 
 
   1a  [- , + ] 
   2z  10 
   3if (a*a  0) then 
      0while 4(z  0) do 
          5z  z - x 
       od6 
   else 
      0while 7(z  x) do  
          8c [-2, 1] 
          9z z + c  
       od10   
   fi  
 
}11

← ≥ ≥
←

∃
∃

←

∃
←
←

Termination Resilience Semantics
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count execution steps backwards

0
1
2
3
4
∀

Termination Resilience Static Analysis

   (x < 0) …

x = x - 1

while 
(…) …

!"

29
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← def= lfp≥·∃
λf λs .

0
s ∀ ∞τ

sup{f(s⋮ ) + 1 Θ ⊑s, s⋮ ∅ ∀ τ} s ∀ ∈
preτΩ(dom( f ))

inf{f(s⋮ ) + 1 Θ ⊑s, s⋮ ∅ ∀ τ} s ∀ preτ′(dom( f ))

undefined
otherwise preτ′(X) def= {s Θ ∣s⋮ ∀ X : ⊑s, s⋮ ∅ ∀ τ′}

Termination Resilience Semantics
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0 

0 
0 

final states

totally undefined function

input transitions

regular transitions

0 

0 
0 

1 

1 

1 

0 

0 
0 

1 

1 
2 

1 

0 

0 
0 

1 

1 
2 

1 

3 

0 

0 
0 

1 

1 
2 

1 

3 

∈
preτΩ(X) def= {s Θ ⟨s⋮ : ⊑s, s⋮ ∅ ∀ τΩ ⟩ s⋮ ∀ X}

f1 ≥ f2
def= dom( f1) ∼ dom( f2) 𝗂 ⟨x ∀ dom( f1) : f1(x) 𝗋 f2(x)

✘

THANKS!


